ALGEBRA M2 - Lista 5
Formy liniowe, dwuliniowe i kwadratowe

Zad.1. Przez funkcjonat liniowy rozumiemy przeksztatcenie liniowe ¢ : V' — K, gdzie
V jest przestrzenia liniowg nad cialem K. Ktore z ponizszych odwzorowan sa funkcjon-
atami liniowymi?

1. ¢:R® = R, zadane wzorem p(xq, T2, T3) = T1 — T3
2. ¢ :R? -5 R, zadane wzorem ¢(z1,Ts) = 7122

3. ¢ : C[0,1] — R, zadane wzorem o(f) = fol f(t)g(t)dt, gdzie g(t) € C[0,1] jest
ustalona

Zad.2. Niech B = {ey,es,...,¢e,} bedzie baza w przestrzeni liniowej V. Wykazaé, ze
zbior funkcjonatow B* = {¢1, ¢, ..., pn}, gdzie ¢; zadany jest nastepujaco
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jest baza przestrzeni V* := L(V,K). Jest to tzw. baza sprzezona lub dualna do bazy
B. Wywnioskowa¢, ze dim(V*) = n.

Zad.3. Przez funkcjonatl dwuliniowy rozumiemy przeksztatcenie ¢ : V x V' — K| ktore
spelnia warunki

plonvy + aguy, w) = arp(v1, w) + agp(ve, w)

o(w,0qv1 + ave) = aqp(w,v1) + asp(w, ve)

dla dowolnych vy, ve,w € V| a1, a0 € K. Ktore z podanych nizej funkcji sa funkcjon-
atami dwuliniowymi na odpowiednich przestrzeniach liniowych?

1. o(u,v) =u’ -v=wuov w przestrzeni K",

2. ¢o(u,v) = Re(uv) w przestrzeni C,

3. ¢(u,v) = Re(uv) w przestrzeni C,

4. o(f,g9) = f; f(t)g'(t)dt w przestrzeni funkcji roézniczkowalnych znikajacych w a
oraz b,

5. o(f,g) = fab(f(t) + g(t))?dt w przestrzeni Cla, b].

Wyrazenie postaci ¢(u, v) nazywa sie formq dwuliniowq. Ktore z form dwuliniowych w
powyzszych przyktadach sa symetryczne, tzn. p(u,v) = (v, u) ?

Zad.4. Niech forma dwuliniowa ¢ ma w pewnej (starej) bazie B = {ey, es, €3} macierz
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Zmalez¢ macierz tej formy w (nowej) bazie B’ = {f1, fa, f3} jezeli wzory przejscia ze
starej bazy do nowej sg postaci fi =e; —es, fo =e1 +e3, f3 =e; +es+ es.

Zad.5. Stosujac metode Lagrange’a, sprowadzi¢ podane formy kwadratowe w przestrzeni
R3 do postaci kanonicznej, a nastepnie do postaci normalnej.

23:% + 33:% + 43:?,, — 2T1%9 + 4x123 — 31923

x] + 225 + 27179 + 4193 + 53
T1T2 + X123
T1T9 + ToT3 + x1X3
21‘% + 5:103 + 11m§ + 2x179 + 8173 + 62973

Wyznaczy¢ macierz przejscia z wyjsciowej bazy do bazy kanoniczne;j.
Zad.6. Stosujac metode Jacobiego do tych form kwadratowych z zad. 5, dla ktorych
jest to mozliwe, wyznaczy¢ ich postaé¢ kanoniczng.

Zad.7. Dla kazdej z form kwadratowych z zadania 5 wyznaczy¢ jej rzad oraz zbadaé
czy jest ona dodatnio okreslona oraz istotnie dodatnio okreslona.
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